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slope $\mathrm{A}_{n}$-module $A_{n}/I$ slope [$\mathrm{S}.\mathrm{C}$ .Gl .
37 [S.C.G] , 4 $([\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{k}])$
. web




$P(X, \partial)=\sum p\alpha,\beta X^{\alpha_{\partial^{\beta}}}\alpha,\beta\in A_{n}$
$\alpha,$ $\beta\in \mathbb{Z}_{\geq}^{n_{0}}p_{\alpha,\beta}\in \mathbb{C}$ .
12 $N(P):=\{(\alpha, \beta)\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{2n} ; P\alpha,\beta\neq 0\}$ $P$ Newton diagram .
$\mathrm{Y}$ $x_{1}=0$ , liner form $L(a, b)=pa+qb$ ( , $p,$ $q$ )
, $P(x, \partial)$ $\mathrm{Y}$ $L$-order $ord_{L}(\mathrm{P})$ .
13
$ord_{L}(P)$ $:=$ $\max\{L(|\beta|, \beta_{1}-\alpha_{1}) ; (\alpha, \beta)\in N(P)\}$.
$F_{L},\cdot(A_{n})$ : An $L$ -order filter.
$F_{L,k}(A_{n})$ : $ord_{L}(P)\leq k$ $P$ .
filterF : $L(a, b)=a$ .
filterV : $L(a, b)=b$ .


















or $(|\beta|=|\beta’|, |\alpha|>|\alpha|)’$ ,
or $(|\beta|=|\beta’|, |\alpha|=|\alpha|, \beta\prec\beta)’;$ ,
or $(|\beta|=|\beta’|, |\alpha|=|\alpha|, \alpha\prec’’\alpha)’$ .
, $L$ ear form , $\mathbb{Z}_{\geq 0}^{2n}$
$(\alpha, \beta)$ $\prec_{L}$
$(\alpha, \beta’)’$ ,
$\Leftrightarrow$ $(L(|\beta|,\beta_{1}-\alpha_{1})<L(|\beta|, \beta\prime\prime 1-\alpha_{1}^{r}))_{\}}$
or ($L(|\beta|, \beta 1-\alpha_{1})=L(|\beta’|, \beta’1-\alpha_{1}^{l})$ , $(\alpha,\beta)\prec_{D}(\alpha, \beta’)$ )
$’$ .
.
22 $P(x, \partial)=\sum_{\alpha},{}_{\beta}P\alpha,\beta x^{\alpha}\partial\beta\in A_{n}$ $N(P)$ $\prec_{L}$ leading exponent
$lexp_{L}(P):= \max\prec L\{N(P)\}$ .
, $(\alpha, \beta).--lexpL(P)$ , $P$ leading tenn, leading coefficient
$lterm_{L}(P):=p_{\alpha,\beta}x^{\alpha}\partial^{\beta}$ , $\iota_{C}oef_{L}(P):=p_{\alpha,\beta}$ .
.
3 GR\"OBNER BASES




2. $E_{\prec}(I)= \bigcup_{i=1}^{r}\{lexp_{\prec}(P_{i})+\mathbb{Z}_{\geq 0}^{2n}\}$ .
32 $P$ $A_{n}$ , $P$ Newton polygon $P(P)$ .
$E(P)$ $\subset\{L ; V\leq L\leq F\},$ $\{E(P) ; \forall(\alpha, \beta)\in N(P), L(|\beta|,\beta_{1}-\alpha_{1})\leq 0\}$,
$P(P)$
$:= \bigcap_{)L\in E(P}\{(x, y) ; L(x,y)\leq 0\}$
.
33 $\mathcal{F}=\{P_{1}, \cdots, P_{r}\}$ $A_{n}$ $I$ , $\mathcal{F}$ $I$ $order\prec_{L}$
, 2 .
1. $\{\sigma^{L}(P_{i})\}_{i=1}r$ $\mathrm{g}\mathrm{r}^{L}(I)$ .
2. $E_{V}(I)= \bigcup_{i=1}^{r}$ (lexPv $(\sigma^{L}(P_{i}))+\mathbb{Z}_{\geq \mathit{0}}^{2n}$) , $\{\sigma^{V}(\sigma^{L}(P_{i}))\}_{i=1}^{r}$ $\mathrm{g}\mathrm{r}^{V}(\mathrm{g}\mathrm{r}^{L}(I))$ .
$E_{V}(I):=$ {lexpv $(\sigma^{L}(P_{i}))$ ; $\sigma^{L}(P)\in \mathrm{g}\mathrm{r}^{L}(I)$ }.
34 $A_{n}$ $I,$ $L$ $L\neq V$ linear form . $Irr(P)$ $P(P)$
, $Irr(P, L)$ $P(P)$ $L$ ( $L$ ’P $(P_{i})$
), $\overline{L}:=\min_{r1\leq i\leq}\{Irr(P_{i}, L)\}$ , $\overline{L}>L’>L$ $L’$ ,
$\mathrm{g}\mathrm{r}^{L’}(I)=\mathrm{g}\mathrm{r}^{vL}(\mathrm{g}\mathrm{r}(I))$ ,
35 $I$ $A_{n}$ , $L$ $L\neq V,$ $F$ linear form . $L$ $A_{n}/I$ slope ,
$\mathrm{g}\mathrm{r}^{L}(I)$ $F,$ $V$ homogeneous .
36 $I$ $A_{n}$ . , $A_{n}/I$ slope .
3.7 ( $\mathrm{A}.\mathrm{S}\mathrm{S}\mathrm{I},\mathrm{F},\mathrm{J},\mathrm{C}\mathrm{A}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{R}\mathrm{o},\mathrm{J}$ .M.GRANGER) $L\neq V$ , $\{P_{1}, \cdots, P_{r}\}$ $I$
. $Irr(P)$ $7^{\mathit{2}}(P)$ , $Irr(P, L)$ $P(P)$
$L$ , $L^{1}:= \min_{r1\leq i\leq}\{Irr(P_{i}, L)\}$ , linear form $L^{1}$ $\{P_{1}^{l},$ $\cdots,$ $P_{r}^{l}\}$
, .
1. $\sigma^{L}(P_{i})=\sigma(LP^{l})i$ .
2. $L^{1}>\Lambda>L$ A , $\mathrm{g}\mathrm{r}^{\Lambda}(I)=\mathrm{g}\mathrm{r}^{V}(\mathrm{g}\mathrm{r}^{L}(I))$ .




. $E_{V}(I)= \bigcup_{=i1}^{r}(\iota expV(\sigma^{L}(P_{i}))+\mathbb{N}^{2n})$ .
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$L^{1}=V$ , , $L’\neq V$ .
$L^{1}>\Lambda>L$ A , $\sigma^{\Lambda}(P_{i})=\sigma^{V}(\sigma^{L}(P_{i}))$ . , $\mathrm{g}\mathrm{r}^{\Lambda}(I)=\mathrm{g}\mathrm{r}^{V}(\mathrm{g}\mathrm{r}^{L}(I))$ .
$\sigma^{L^{1}}(P_{i})$ linear form $F,$ $V$ $h\sigma mogeneouS$ $\{P_{i}\}_{i=1}^{r}$ $i$
$P_{i_{\text{ }}}$ . $i_{0}=1$ . $L^{1}$ $\mathcal{P}(P_{i})$ – , $P_{i_{0}}$
.
$\sigma^{L^{1}}(P_{1}):=\sigma^{V}(\sigma^{L}(P_{1}))+\sum_{=k1}^{\delta}M(ak, bk)$ .
. , $M(a_{k}, b_{k})$ { $F,$ $V$ homogeneous ,
$ord_{F}(M(a_{k}, b_{k}))=a_{k},$ $ord_{V}(M(a_{k}, b_{k}))=b_{K},$ $a_{1}>...$ $>a_{s}$ .
.
Weierstrass- ,
$M(a_{1}, b_{1})= \sum_{i=1}^{r}\gamma_{i}\sigma^{V}(\sigma^{L}(P_{i}))+\gamma$ ,
$lexp_{V}(\gamma_{i}\sigma^{V}(\sigma^{L}(P_{i})))\leq_{V}$ lexpv $(M(a_{1}, b_{1}))$ .
, $F,$ $V$ hoenogeneous , $\gamma$ .. $\gamma\neq 0$ , $\mathrm{g}\mathrm{r}^{\Lambda}(I)$ , $M(a_{1}, b_{1})\not\in \mathrm{g}\mathrm{r}^{V}(\mathrm{g}\mathrm{r}^{L}(I))$ . $\mathrm{g}\mathrm{r}^{L^{1}}(I)$ slope
. , $\mathrm{g}\mathrm{r}^{L^{1}}(I)$ homogeneous ,
$\mathrm{g}\mathrm{r}^{L^{1}}(I)=\mathrm{g}\mathrm{r}^{F}(\mathrm{g}\mathrm{r}^{L^{1}}(I))$ .
$F$ , $L^{1}>L’>L$ $L’$ ,
$\mathrm{g}\mathrm{r}^{F}(\mathrm{g}\mathrm{r}^{L^{1}}(I))=\mathrm{g}\mathrm{r}^{F}(\mathrm{g}\mathrm{r}^{L’}(I))$ .
$V$ , $L^{1}>L’’>L$ $L”$ ,
$\mathrm{g}\mathrm{r}^{V}(\mathrm{g}\mathrm{r}^{L}(I))=\mathrm{g}\mathrm{r}^{V}(\mathrm{g}\mathrm{r}^{L’’}(I))$ .









$L^{1}$ { module slope .
207
. $\gamma=0$ , ( $\Gamma_{i}$ $\gamma_{i}$ preimage $(\sigma^{V}(\sigma^{L}(\Gamma_{i}))=\gamma_{i})$ ) ,
$P_{1}^{(1)}:=P_{1}- \sum_{i=1}\mathrm{r}_{ii}Pr,$ $ord_{L}(M(a_{1}, b_{1}))<ord_{L}(\sigma^{L}(P_{1}))$ .




, $\sigma^{V}(\sigma^{L}(P_{1}))=\sigma^{V}(\sigma^{L}(P_{1}^{(1)}))$ , $L^{1}>\Lambda>L$ A
$\sigma^{\Lambda}(P_{1}^{(1)}\mathrm{I}=\sigma^{V}(\sigma^{L}(P_{1}))$ .
$\sigma^{L^{1}}(P_{1}^{(1)})$ $F,$ $V$ homogeneous ,
$\sigma^{L^{1}}(P_{1}^{(1)})=\sigma^{V}(\sigma^{L}(P_{1}^{(1}\mathrm{I})\mathrm{I}+\acute{\sum_{j=1}^{s}}M(’’aj’ b_{j)}$ .
$M(a_{j}^{l\prime},$$b_{j})$ $F,$ $V$ hoenogeneous ,
$ord_{F}(M(a^{t}b’j’ j))=a_{\acute{j}},$ $ord_{V}(M(a_{j},$$b_{j})\prime\prime)=b_{\acute{j}}$ .
$i$ $a_{\acute{j}}<a_{1}$ . Weierstrass- $P_{1}$ $P_{1}^{(1)}$
.
, loop , $\{(a, b)\in \mathrm{N}\cross \mathbb{Z} ; a<a_{1}, L^{1}(a, b)=ord_{L^{(1)}}(P_{1})\}$ ,
. , $\sigma^{L^{1}}(P_{1}^{(k)})\not\in \mathrm{g}\mathrm{r}^{V}(\mathrm{g}\mathrm{r}^{L}(I))$ , $\sigma^{L^{1}}(P_{1}^{(k)})$ $F,$ $V$ homogeneous
. $\sigma^{L^{1}}(P_{1}^{(k)})$ $F,$ $V$ $h_{Mloen}geou\mathit{8}$ , $P_{1}^{(k)}$ $P_{1}’$ , $\{P_{1}^{l},$ $P_{2},$ $\cdots,$ $P_{r}\}$
, - . $L^{1}$ $L^{2}$ .
$\{(a, b)\in \mathrm{N}\mathrm{x}\mathbb{Z} ; L^{1}(a, b)\leq ord_{L^{1}}(P_{i}), b\geq ord_{V}(\sigma^{L}(P_{i})), a\leq ord_{F}(\sigma^{L}(P_{i}))\}$ .
, Fig 4. . , 1 loop
$L^{1}$ Fig 4. , 1 .
$L^{1}$ $V$ .
208
, slope module slope
.
4 $\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{n}/\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{l}$











$L$ -order $L$ ,
$[$ $(\mathrm{x},\mathrm{y},\mathrm{a},\mathrm{b},\mathrm{r},\mathrm{g},\mathrm{a}’ ,\mathrm{b}’ ,\mathrm{r}’ ,\mathrm{g}’)\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}_{-^{\mathrm{o}\mathrm{f}_{-}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}}}\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}1_{-^{\mathrm{O}}\mathrm{p}}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{S}$
$[$
[ $(\mathrm{x})0$ (y) $0$ (Dx) 1 (Dy) 1 (a) $0$ (b) $0$ (r) $0$ (g) $0$
$(\mathrm{a}’)0(\mathrm{b}’)0(\mathrm{r}’)0(\mathrm{g}’)0$ (Da) $0$ (Db) $0$ (Dr) $0$ (Dg) $0$
(Da’) $0$ (Db’) $0$ (Dr’) $0$ (Dg’) $0]$
[ $(\mathrm{x})-1$ (y) $0$ (Dx) $0$ (Dy) $-1$ (a) $0$ (b) $0$ (r) $0$ (g) $0$
$(\mathrm{a}’)0(\mathrm{b}’)0(\mathrm{r}’)0(\mathrm{g}^{)})0$ (Da) $0$ (Db) $0$ (Dr) $0$ (Dg) $0$
(Da’) $0$ (Db’) $0$ (Dr’) $0$ (Dg’) $0]$
$]$ weight-vector $0$
$]$ define-ring $/\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{V}$ set
ring , $\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{P}$ , slope










Completed (GB with sugar).
$\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{l}>\mathrm{S}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}$ ;
5 6. 7 80
Completed (GB with sugar).
$[$
$\mathrm{X}*\mathrm{D}\mathrm{X}^{\wedge}2+_{\mathrm{y}}*_{\mathrm{D}\mathrm{D}-\mathrm{x}^{-}}\mathrm{x}*\mathrm{y}2*_{\mathrm{D}\mathrm{x}^{\sim}}2-\mathrm{x}*_{\mathrm{y}\mathrm{y}-_{\mathrm{y}\mathrm{y}^{-}}}*\mathrm{D}_{\mathrm{X}*\mathrm{D}}+\mathrm{r}*\mathrm{D}\mathrm{x}^{-}\mathrm{x}*\mathrm{a}*\mathrm{D}_{\mathrm{X}}-\mathrm{x}*_{\mathrm{b}}*_{\mathrm{D}}$
$\mathrm{x}*\mathrm{D}\mathrm{x}-\mathrm{a}*\mathrm{b}$ , $-\mathrm{X}*_{\mathrm{y}}*\mathrm{D}_{\mathrm{X}^{*}}\mathrm{D}\mathrm{y}-_{\mathrm{y}^{\wedge}*\mathrm{D}2+}2\mathrm{y}\mathrm{X}^{*}\mathrm{D}\wedge \mathrm{X}*\mathrm{D}\mathrm{y}+_{\mathrm{y}-\mathrm{y}**\mathrm{D}}*_{\mathrm{D}}*\mathrm{b}’*_{\mathrm{D}}\mathrm{x}\mathrm{a}\mathrm{y}-_{\mathrm{y}*}\mathrm{b}$ ’
$*\mathrm{D}\mathrm{y}-_{\mathrm{y}*}\mathrm{D}\mathrm{y}+\mathrm{r}*\mathrm{D}\mathrm{y}^{-}\mathrm{a}*\mathrm{b}$




$+\mathrm{X}*\mathrm{y}*\mathrm{D}\mathrm{X}*\mathrm{D}\mathrm{y}+\mathrm{x}2\wedge \mathrm{y}**\mathrm{b}*\mathrm{D}\mathrm{x}*_{\mathrm{D}\mathrm{x}}\mathrm{y}+*\mathrm{y}^{arrow}2*\mathrm{b}*\mathrm{D}\mathrm{y}2^{-\mathrm{x}^{\wedge}}\sim 2*_{\mathrm{a}}\mathrm{y}-\mathrm{x}\wedge 2*\mathrm{b}*\mathrm{D}\mathrm{X}^{*_{\mathrm{D}+_{\mathrm{X}^{arrow}2}}}\mathrm{y}*\mathrm{r}$
$*\mathrm{D}_{\mathrm{X}}*\mathrm{D}\mathrm{y}-\mathrm{x}*\mathrm{y}*\mathrm{b}*\mathrm{D}\mathrm{y}^{\wedge}2-\mathrm{x}^{-}2*\mathrm{D}\mathrm{X}*_{\mathrm{D}\mathrm{y}\mathrm{x}}\mathrm{y}+_{\mathrm{X}^{**\mathrm{D}}}-\mathrm{x}*\mathrm{y}*r*\mathrm{b}’*\mathrm{D}\mathrm{x}+\mathrm{y}^{-}2*\mathrm{a}2\sim*\mathrm{D}\mathrm{y}^{-\mathrm{y}^{\wedge}2}*$
$\mathrm{a}*\mathrm{r}*_{\mathrm{D}+}\mathrm{y}\mathrm{y}2*\mathrm{a}*\mathrm{b}’*\mathrm{D}\mathrm{y}-\wedge \mathrm{y}^{-}’$ $*\mathrm{D}\mathrm{y}+_{\mathrm{x}*}\mathrm{a}*_{\mathrm{b}}$ $’*_{\mathrm{D}\mathrm{x}}-\mathrm{X}*\mathrm{r}*\mathrm{b}’*\mathrm{D}\mathrm{x}+\mathrm{y}2*\mathrm{a}*\mathrm{D}\mathrm{y}^{-}\mathrm{y}^{\sim}2*_{\mathrm{r}}*\mathrm{D}\wedge \mathrm{y}$
$-\mathrm{y}*\mathrm{a}*\mathrm{r}*\mathrm{D}\mathrm{y}2*\mathrm{D}\mathrm{y}+\mathrm{X}*_{\mathrm{b}*\mathrm{D}2}$$’ \mathrm{x}+\mathrm{X}\wedge*_{\mathrm{b}*\mathrm{b}*\mathrm{D}_{\mathrm{X}}*\mathrm{a}}$$’+\mathrm{x}*\mathrm{y}*\mathrm{b}*_{\mathrm{D}*\mathrm{b}\mathrm{b}*}\mathrm{y}+\mathrm{X}^{*_{\mathrm{y}\mathrm{y}}}*$$’ \ D +\mathrm{x}*\mathrm{y}-_{\mathrm{X}}*$
$\mathrm{a}*\mathrm{b}*\mathrm{D}\mathrm{y}^{-\mathrm{X}}*\mathrm{b}*\mathrm{D}\mathrm{y}+\mathrm{y}*\mathrm{a}2*\mathrm{b}arrow’-\mathrm{y}*\mathrm{a}*\mathrm{r}*\mathrm{b}’+\mathrm{x}*\mathrm{a}*\mathrm{b}*\mathrm{b}’]$
$\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{l}>[ [ [ 1 , 0 ]$ $]$ , $[ [ 1 , 0 ]$ $[ [ 1 , 0 ]$ $]$
’ $[ [ 1 , 0]$ $]$ $]$
$\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{l}>$
$[ 1 , 0]$
$\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{l}>\mathrm{E}\mathrm{N}\mathrm{D}$
$[1,0]$ . $\frac{0}{1}$ $0$ ,
. MMX $166\mathrm{M}$ $32\mathrm{M}$ 3
.
4.2 function. terms: ” $\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{P}$” .. diagram: Newton diagram .
$\mathrm{o}$ garbage: Newton polygon .. opt-slopev: Newton polygon .. startL: $L$ -order $L$ .. $\mathrm{G}\mathrm{B}$ : $L,$ $P$ $P$ $L$ -order .. garbagesl: ” $\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}- \mathrm{S}\mathrm{l}\mathrm{o}_{\mathrm{P}}\mathrm{e}\mathrm{V}$” .. selectLl: $L$ Newton polygon $L^{1}$ .
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. selectg: $L^{1}$ .
$\circ$ Masbs: $\sigma^{L^{1}}(P_{1})=\sigma^{V}(\sigma^{L}(P_{1}))+\sum M(a_{k}, bk)$ $M(a_{k,k}b)$ .. primLl.func: $\sigma^{L^{1}}(P_{1})$ .
$\mathrm{o}$ primL.func: $\sigma^{L}(P_{1})$ .. primVL.func: $\sigma^{V}(\sigma^{L}(P_{1}))$ .. primVLl.func: $\sigma^{V}(\sigma^{L^{1}}(P_{1}))$ .. sumM.func: $M(a_{1}, b_{1})$ .. gamma: $M(a_{1}, b_{1})= \sum\gamma_{i}\sigma(V\sigma L(P_{1}))+\gamma$ $\gamma_{i},$ $\gamma$ ,An-module $A_{n}/I$ slope .
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